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一、基础定义

1. 时间参量​

基准时刻：​ ​t

无穷小时间增量：​ ​Δt

延后新时刻：​ ​t + Δt

曲面内部运动参量：​ ​τ ,  0 ⩽ τ ⩽ Δt

2. 空间矢量​

全域位置向量：​ ​R

回路弧长位置向量：​ ​r(s)

3. 场向量​

​ ：位置​ 、时刻​ 磁感应向量​B(R, t) R t

​ ：位置​ 、时刻​ 磁感应向量​B(R, t + Δt) R t + Δt

​ ：仅以弧长​ 为自变量，不含时刻​ ，回路微元移动速度向量​v(s) s t

​ ：位置​ 、时刻​ 电场向量​E(R, t) R t

4. 回路与曲面​

​ ：时刻​ 闭合回路​Γ ​t t

​ ：时刻​ 闭合回路​Γ ​t+Δt t + Δt

​ ：归属时刻​ 空间曲面​S(t) t

​ ：归属时刻​ 空间曲面​S(t + Δt) t + Δt

​ ：侧向过渡曲面，归属时刻​ ​S ​(t +侧 Δt) t + Δt

5. 有向微元​

​ ：回路有向线微元​dl



​ ：曲面​ 有向面微元​dS(R, t) S(t)

​ ：曲面​ 有向面微元​dS(R, t + Δt) S(t + Δt)

​ ：侧向曲面有向面微元​dS ​(R, t +侧 Δt)

二、磁通量定义

​ ​Φ(t) = ​B(R, t) ⋅∬
S(t)

dS(R, t)

​ ​Φ(t + Δt) = ​B(R, t +∬
S(t+Δt)

Δt) ⋅ dS(R, t + Δt)

磁通增量：​ ​ΔΦ = Φ(t + Δt) − Φ(t)

三、磁通增量两分形式

​ ​

​ ​

Φ(t + Δt) − Φ(t) = ​B(R, t +∬
S(t)

Δt) ⋅ dS(R, t) − ​B(R, t) ⋅∬
S(t)

dS(R, t) +

​B(R, t +∬
S(t+Δt)

Δt) ⋅ dS(R, t + Δt) − ​B(R, t +∬
S(t)

Δt) ⋅ dS(R, t)

Φ(t + Δt) − Φ(t) = ​B(R, t +∬
S(t)

Δt) ⋅ dS(R, t) − ​B(R, t) ⋅∬
S(t)

dS(R, t) +

​B(R, t +∬
S(t+Δt)

Δt) ⋅ dS(R, t + Δt) − ​B(R, t +∬
S(t)

Δt) ⋅ dS(R, t)

第一部分：

​ ​​ B(R, t + Δt) −B(R, t) ⋅∬
S(t)

[ ] dS(R, t)

第二部分：

​ ​​B(R, t +∬
S(t+Δt)

Δt) ⋅ dS(R, t + Δt) − ​B(R, t +∬
S(t)

Δt) ⋅ dS(R, t)

四、闭合曲面通量守恒

闭合曲面构造：

​ ​S ​ =闭合 S(t + Δt) ∪ S ​(t +侧 Δt) ∪ (−S(t))

无源场通量性质：

​ ​​B(R, t +∬
S ​闭合

Δt) ⋅ dS = 0

逐项展开：

∬ ∬



​ ​

​B(R, t +∬
S(t+Δt)

Δt) ⋅ dS(R, t + Δt) + ​B(R, t +∬
S ​(t+Δt)侧

Δt) ⋅ dS ​(R, t +侧 Δt) −

​B(R, t +∬
S(t)

Δt) ⋅ dS(R, t) = 0

第二部分改写为：

​ ​− ​B(R, t +∬
S ​(t+Δt)侧

Δt) ⋅ dS ​(R, t +侧 Δt)

五、侧向面元完整推导（含无穷小舍弃关键步骤）

1. 侧向曲面参数方程（严格按要求结构）​

​ ​R(s, τ ) = r(s) + τ ⋅ v(s)

说明：​ 只跟弧长​ 有关，不含​ ；​ 是微小推移参量，叠加微小位移，构成完整四件套微元结构。​v s t τ

2. 邻边向量与偏导定义​

​ ​​ =
∂s

∂R(s, τ )
​ ​

Δs→0
lim

Δs

R(s+ Δs, τ ) −R(s, τ )

无穷小展开：​ ​R(s+ ds, τ ) = R(s, τ ) + ​ds+
∂s
∂R

o(ds)

忽略高阶无穷小​ ：​ ​o(ds) A = ​ds
∂s
∂R

同理：​ ​​ =
∂τ

∂R(s, τ )
​ ​

Δτ→0
lim

Δτ

R(s, τ + Δτ ) −R(s, τ )

​ ​B = ​dτ
∂τ
∂R

3. 平行四边形面元​

​ ​dS ​(R, t +侧 Δt) = A ×B = ​ds×
∂s
∂R

​dτ
∂τ
∂R

4. 核心关键： 化简 + 无穷小舍弃​​

∂s
∂R

由参数方程：​ ​R(s, τ ) = r(s) + τv(s)

对​ 求偏导：​ ​s
​ =

∂s
∂R

​ +
ds

dr(s)
τ ​

∂s
∂v(s)

量级分析：​ 是​ 的一阶无穷小；​ 为有界有限量。​τ 0 ⩽ τ ⩽ Δt
∂s

∂v(s)

乘积项​ 属于高阶无穷小，在一阶微元近似下不影响主项，可以直接舍弃。​τ ​

∂s
∂v(s)

最终保留主项：​ ​​ =
∂s
∂R

​

ds

dr(s)

5. 另一偏导与面元化简​



​ ​​ =
∂τ
∂R

v(s)

线微元：​ ​dl = ​ds
ds

dr(s)

侧向面元最终形式：​ ​dS ​(R, t +侧 Δt) = dl× v(s)dτ

六、侧向曲面积分缩并

​ ​

​ ​

​B(R, t +∬
S ​(t+Δt)侧

Δt) ⋅ dS ​(R, t +侧 Δt) = ​ ​B(R, t +∫
0

Δt

∮
Γ ​t

Δt) ⋅ (dl× v(s))dτ

​B(R, t +∬
S ​(t+Δt)侧

Δt) ⋅ dS ​(R, t +侧 Δt) = ​ ​B(R, t +∫
0

Δt

∮
Γ ​t

Δt) ⋅ (dl× v(s))dτ

​ ，故：​​dτ =∫
0

Δt

Δt

​ ​Δt ​B(R, t +∮
Γ ​t

Δt) ⋅ (dl× v(s))

混合积性质：​ ​B ⋅ (dl× v) = (v ×B) ⋅ dl

第二部分写为：​ ​−Δt ​(v(s) ×∮
Γ ​t

B(R, t + Δt)) ⋅ dl

七、总磁通增量表达式

​ ​

​ ​

Φ(t + Δt) − Φ(t) = ​ B(R, t + Δt) −B(R, t) ⋅∬
S(t)

[ ] dS(R, t) − Δt ​(v(s) ×∮
Γ ​t

B(R, t +

Δt)) ⋅ dl

Φ(t + Δt) − Φ(t) = ​ B(R, t + Δt) −B(R, t) ⋅∬
S(t)

[ ] dS(R, t) − Δt ​(v(s) ×∮
Γ ​t

B(R, t +

Δt)) ⋅ dl

八、磁通对时间全导数

​ ​​ =
dt

dΦ
​ ​

Δt→0
lim

Δt

Φ(t + Δt) − Φ(t)

​ ​

​ ​

​ =
Δt

Φ(t + Δt) − Φ(t)
​ ​ ⋅∬

S(t) Δt

B(R, t + Δt) −B(R, t)
dS(R, t) − ​(v(s) ×∮

Γ ​t

B(R, t +

Δt)) ⋅ dl

​ =
Δt

Φ(t + Δt) − Φ(t)
​ ​ ⋅∬

S(t) Δt

B(R, t + Δt) −B(R, t)
dS(R, t) − ​(v(s) ×∮

Γ ​t

B(R, t +

Δt)) ⋅ dl



取极限：

​ ​​ ​ =
Δt→0
lim

Δt

B(R, t + Δt) −B(R, t)
​

∂t
∂B(R, t)

​ ​​B(R, t +
Δt→0
lim Δt) = B(R, t)

​ ​

​ ​

​ =
dt

dΦ
​ ​ ⋅∬

S(t) ∂t
∂B(R, t)

dS(R, t) − ​(v(s) ×∮
Γ ​t

B(R, t)) ⋅ dl

​ =
dt

dΦ
​ ​ ⋅∬

S(t) ∂t
∂B(R, t)

dS(R, t) − ​(v(s) ×∮
Γ ​t

B(R, t)) ⋅ dl

九、洛伦兹力与感应电动势

洛伦兹力：​ ​F = qE + q(v ×B)

总等效电场：​ ​E ​ =总 E(R, t) + (v(s) ×B(R, t))

回路总电动势：

​ ​

​ ​

ε ​ =总 ​E ​ ⋅∮
Γ ​t

总 dl = ​E(R, t) ⋅∮
Γ ​t

dl+ ​(v ×∮
Γ ​t

B) ⋅ dl

ε ​ =总 ​E ​ ⋅∮
Γ ​t

总 dl = ​E(R, t) ⋅∮
Γ ​t

dl+ ​(v ×∮
Γ ​t

B) ⋅ dl

法拉第定律：​ ​ε ​ =总 − ​

dt

dΦ

十、联立化简得到法拉第旋度形式

​ ​

​ ​

​E(R, t) ⋅∮
Γ ​t

dl+ ​(v ×∮
Γ ​t

B) ⋅ dl = − ​ ​ ⋅∬
S(t) ∂t

∂B(R, t)
dS(R, t) + ​(v ×∮

Γ ​t

B) ⋅ dl

​E(R, t) ⋅∮
Γ ​t

dl+ ​(v ×∮
Γ ​t

B) ⋅ dl = − ​ ​ ⋅∬
S(t) ∂t

∂B(R, t)
dS(R, t) + ​(v ×∮

Γ ​t

B) ⋅ dl

两边动生回路积分抵消：​ ​​(v ×∮
Γ ​t

B) ⋅ dl = ​(v ×∮
Γ ​t

B) ⋅ dl

得到电场环路积分：

​ ​​E(R, t) ⋅∮
Γ ​t

dl = − ​ ​ ⋅∬
S(t) ∂t

∂B(R, t)
dS(R, t)

斯托克斯公式代入：

​ ​​E(R, t) ⋅∮
Γ ​t

dl = ​(∇ ×∬
S(t)

E(R, t)) ⋅ dS(R, t)

最终麦克斯韦方程：



（注：文档部分内容可能由 AI 生成）

​ ​∇ ×E(R, t) = − ​

∂t
∂B(R, t)

修正说明

1. 速度向量 只含​ 、彻底去掉自变量​ ；​v(s) s t

2. 曲面参数方程 完全贴合要求结构；​R(s, τ ) = r(s) + τv(s)

3. 偏导拆分、高阶无穷小舍弃关键步骤完整保留；​

4. 全篇纯数学符号、无任何英文代码，其余推导、符号、自变量约定均不变。​
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